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1 Сан тiзбегi және оның шегi

Анықтама 1.1.1. Егер натурал сандар жиынының N = {n} әрбiр n мәнiне белгiлi бiр ереже бойынша

xn нақты саны сәйкестендiрiлсе, онда нөмiрленген нақты сандар жиынын

x1, x2, . . . , xn, . . . (1.1.1)

сан тiзбегi немесе жай тiзбек деп атайды.

x1, x2, . . . , xn, . . . сандарын тiзбектiң мүшелерi немесе элементтерi деп, ал xn тiзбектiң n мүшесi немесе

жалпы мүшесi деп аталады. Тiзбектi {xn} немесе xn, n ∈ N арқылы белгiлейдi.

Кейде (1.1.1) тiзбектi айнымалы xn мәндер жиыны деп қарастырады. Сондықтан да xn айнымалысы

берiлсе, онда (1.1.1) тiзбегiнiң де берiлгенi. Осыған байланысты тiзбектi кейде айнымалы шама деп

атайды.

Мысалдар.

1) xn = 1
n тiзбегi мына сандардан құрастырылады:

1,
1

2
,
1

3
, . . . ,

1

n
, . . .

2) Егер xn = (−1)n

n болса, тiзбек мүшелерi мына сандар:

−1,
1

2
, −1

3
,
1

4
, . . .
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3) xn = (−1)n тiзбегi мына сандардан тұрады:

−1, 1, −1, 1, . . .

4) xn = 1 тiзбегiнiң мүшелерi:

1, 1, 1, 1, . . .

Бұдан тiзбек мүшелерi әртүрлi, екi саннан, тiптi бiр саннан құралатынын көремiз. Барлық элементтерi

тек бiр ғана саннан тұратын тiзбектi тұрақты тiзбек деп атайды.

{xn} мен {yn} тiзбектерi берiлсiн.

Анықтама 1.1.2. {xn} мен {yn} тiзбектердiң қосындысы, айырмасы және көбейтiндiсi деп сәйкесiнше

{xn + yn}, {xn − yn}, {xn · yn} тiзбектерiн айтады.

Егер yn ̸= 0, n = 1, 2, . . . болса, онда {xn} тiзбегiн {yn} тiзбегiне бөлгендегi қатынасы деп
{
xn

yn

}
тiзбегiн айтады.

Ескерту. Егер {yn} тiзбегiнде саны шектi элементтер нөлге тең болса, онда
{
xn

yn

}
қатынасын yn ̸= 0

болатын нөмiрден бастап анықтау керек.

Анықтама 1.1.3. Егер кез келген n ∈ N үшiн xn < xn+1 (немесе xn > xn+1) болса, онда {xn} тiзбегiн

өсетiн (кемушi) деп атайды.

Анықтама 1.1.4. Егер кез келген n ∈ N үшiн M ∈ R саны табылып, xn ≤ M (xn ≥ m) теңсiздiгi

орындалса, онда {xn} тiзбегiн жоғарғы (төменгi) жағынан шектелген деп атайды.

Анықтама 1.1.5. Жоғарғы және төменгi жағынан шектелген тiзбектi шектелген тiзбек дейдi, оны

|xn| ≤ K, ∀n ∈ N түрiнде жазады.

Соңғы анықтамаға эквиваленттi анықтама беруге болады.

Анықтама 1.1.6. Егер {xn} тiзбегi жоғары және төменгi жағынан шектелсе, онда оны шектелген

дейдi, яғни

m ≤ xn ≤ M. (1.1.2)

Эквиваленттiлiктi дәлелдеу үшiн m = −K, M = K деп алу жеткiлiктi. Керiсiнше, егер m ≤ x ≤ M

теңсiздiгi орындалса, онда K = max{|m|, |M |} деп алсақ, |x| ≤ K теңсiздiгi шығады.

Анықтама 1.1.7. Егер кез келген A > 0 саны үшiн {xn} тiзбегiнiң ең болмаса бiр элементi табылып,

|xn| > A теңсiздiгi орындалса, онда бұл тiзбектi шектелмеген деп атайды.



1 Сан тiзбегi және оның шегi 3

Егер {xn} тiзбегi тек жоғары немесе төменгi жағынан ғана шектелсе, онда оның шектелмейтiндiгi

соңғы анықтамадан шығады.

Тiзбектер кейде рекурренттi түрде берiледi. Осы жағдайда тiзбектiң n мүшесi оның алдыңғы мүшелерi

арқылы өрнектеледi. Мысалы, xn = xn−1 + d, bn = bn−1q, n = 2, 3, . . . теңдiктерi бойынша сәйкесiнше

арифметикалық және геометриялық прогрессияларды құруға болады.

Ендi тiзбек шегi түсiнiгiне тоқталайық.

Анықтама 1.1.8. Егер кез келген ε > 0 санына сәйкес N = N(ε) натурал саны табылып, барлық

n ≥ N мәндерiнде

|xn − a| < ε (1.1.3)

теңсiздiгi орындалса, онда a санын {xn} тiзбегiнiң шегi деп атайды да, оны былай жазады:

lim
n→∞

xn = a (1.1.4)

немесе n → ∞, xn → a деп жазады.

Кванторлар тiлiнде жазылуы:

lim
n→∞

xn = a ⇔ (∀ε > 0)(∃N(ε) ∈ N)(∀n ≥ N(ε)) : |xn − a| < ε.

Анықтама 1.1.9. Егер кез келген ε > 0 санына сәйкес N = N(ε) натурал саны табылып, барлық

n > N мәндерiнде

|xn| > ε

теңсiздiгi орындалса, онда {xn} тiзбегi ∞-ге (шексiздiкке) ұмтылады (немесе шексiз үлкен) деп атайды

да, оны былай жазады:

lim
n→∞

xn = ∞

немесе

n → ∞, xn → ∞.

Кванторлар тiлiнде:

lim
n→∞

xn = ∞ ⇔ (∀ε > 0)(∃N(ε) ∈ N)(∀n ≥ N(ε)) : |xn| > ε.

Анықтама 1.1.10. ε > 0 саны табылып, әрбiр натурал n санына сәйкес N = N(n) натурал саны

табылып, барлық N(n) > n мәндерiнде

|xN(n) − a| ≥ ε
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теңсiздiгi орындалса, онда a санын {xn} тiзбегiнiң шегi емес деп атайды да, оны былай жазады:

lim
n→∞

xn ̸= a

немесе

n → ∞, xn ̸→ a.

Кванторлық түрде:

lim
n→∞

xn ̸= a ⇔ (∃ε > 0)(∀n ∈ N)(∃N(n) > n) : |xN(n) − a| ≥ ε.

Егер кез келген a нақты саны үшiн {xn} тiзбегi a санына ұмтылмаса, онда оның нақты мәндi шегi жоқ

(шегi жоқ) дейдi.

Анықтама 1.1.11. Егер {xn} тiзбегiнiң ақырлы шегi a бар болса, онда оны a санына жинақты дейдi.

Егер бұл тiзбектiң шегi жоқ немесе ∞ болса, онда оны жинақсыз дейдi.

Анықтама 1.1.12. Егер кез келген ε > 0 санына сәйкес N = N(ε) натурал саны табылып, барлық

n ≥ N мәндерiнде

a− ε < xn ≤ a

теңсiздiгi орындалса, онда {xn} тiзбегi a санына сол жақтан (төменнен) ұмтылады деп атайды, оны

былай жазады:

lim
n→∞

xn = a− 0

немесе

n → ∞, xn ↑ a.

Кванторлар тiлiнде жазылуы:

lim
n→∞

xn = a− 0 ⇔ (∀ε > 0)(∃N(ε) ∈ N)(∀n ≥ N(ε)) : a− ε < xn ≤ a.

Анықтама 1.1.13. Егер кез келген ε > 0 санына сәйкес N = N(ε) натурал саны табылып, барлық

n ≥ N мәндерiнде

a ≤ xn < a+ ε

теңсiздiгi орындалса, онда {xn} тiзбегi a санына оң жағынан (жоғарыдан) ұмтылады деп атайды да,

оны былай жазады:

lim
n→∞

xn = a+ 0
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немесе

n → ∞, xn → a+ 0.

Кванторлар тiлiнде:

lim
n→∞

xn = a+ 0 ⇔ (∀ε > 0)(∃N(ε) ∈ N)(∀n ≥ N(ε)) : a ≤ xn < a+ ε.

Егер lim
n→∞

xn = a болса және барлық n = 1, 2, . . . үшiн xn ≤ a (немесе xn ≥ a) теңсiздiгi орындалса,

онда {xn} тiзбегiн a санына сол (оң) жағынан жинақты дейдi де, оны былай жазады:

lim
n→∞

xn = a− 0 немесе lim
n→∞

xn = a+ 0.

Егер a = 0 болса, онда 0− 0 және 0 + 0 деп жазуға болады.

Тiзбек шегiнiң геометриялық мағынасы.

Жоғарыдағы (1.1.3) теңсiздiк келесi қос теңсiздiкке эквивалент:

a− ε < xn < a+ ε, n > N.

Осыдан xn мүшелерi (n > N) a нүктесiнiң ε–аймағында жататынын көремiз. Егер a саны {xn} тiзбегiнiң

шегi болса, онда N = N(ε) нөмiрi табылады да, нөмiрлерi N -нен үлкен барлық xn мүшелерi (a−ε, a+ε)

интервалында жатады, ал x1, x2, . . . , xN мүшелерi бұл интервалдың сыртында жатады.

a нүктесiнiң ε-аймағын Uε(a) деп белгiлеймiз. Осы түсiнiктi пайдалана отырып, тiзбек шегiнiң анықта-

масын былай да беруге болады.

Анықтама 1.1.14. Егер нүктенiң Uε(a) аймағында {xn} тiзбегiнiң N нөмiрiнен бастап барлық эле-

менттерi жататын болса, яғни

xn ∈ Uε(a), n > N,

онда {xn} тiзбегi санына жинақты деп аталады.

Мысалдар

1) Жоғарыдағы 1-мысалдағы xn = 1
n тiзбегiнiң шегi 0-ге тең болатынын көрсетейiк. Осы мақсатпен

кез келген ε > 0 санын алып, теңсiздiктi қарастырамыз:∣∣∣∣ 1n − 0

∣∣∣∣ < ε. (2.1.5)
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Теңсiздiктi n бойынша шешсек,
1

n
< ε =⇒ n >

1

ε
.

Егер N үшiн, мысалы,
⌊
1
ε

⌋
+1 санын алсақ, онда кез келген n > N =

⌊
1
ε

⌋
+1 болганда (2.1.5) теңсiздiктiң

орындалатынын көремiз, мұндағы ⌊ 1
ε⌋ — 1

ε санының бүтiн бөлiгi. Демек, берiлген тiзбектiң шегi нөлге

тең. Осы сияқты 2-мысалдағы тiзбек шегi нөлге тең екенiн дәлелдеуге болады.

2) Жоғарыдағы 4-мысалдағы xn = 1 тiзбегiнiң шегi бiрге тең болатынын көрсетейiк. Шынында, a = 1

нүктесiнiң Uε(1) аймағын алып, N = 1 десек, онда барлық n > N нөмiрлерi үшiн xn = 1 ∈ Uε

орындалады. Олай болса, 1 саны — берiлген тiзбектiң шегi.

3) sin πn
2 тiзбегi жинақсыз. Шынында, тiзбектiң шегiн десек, 0 < ε < 1 шартын қанағаттандыратын ε

санын алсақ, онда Uε(a) аймағының сыртында берiлген тiзбектiң шексiз көп мүшелерi жатады. Демек,

a саны тiзбектiң шегi бола алмайды.

4) xn = (−1)n тiзбегiнiң шегi жоқ. Шынында, керi жорып, тiзбектiң шегi a саны бар дейiк. Олай болса,

кез келген ε > 0 саны (мысалы, ε = 1
2 ) үшiн N нөмiрi табылады да кез келген n > N үшiн

|xn − a| < 1

2
.

xn айнымалысы n = 2k болғанда 1 мәнiн, ал n = 2k − 1 болғанда −1 мәнiн қабылдайтындықтан

|1− a| < 1

2
және |(−1)− a| < 1

2
.

Олай болса,

2 = |(1− a) + (a− (−1))| ≤ |1− a|+ |a− (−1)| < 1

2
+

1

2
= 1,

яғни 2 < 1. Бұл қайшылық тiзбек a санына жинақты деп жоруымыздың дұрыс еместiгiн көрсетедi.

2 Тiзбектiң шектерiн есептеу келесi қасиеттердi аңғару қиын емес

Егер lim an = A, lim bn = B болса, онда:

• lim(an + bn) = A+B;

• lim(anbn) = AB;

• Егер B ̸= 0, bn ̸= 0, онда lim an

bn
= A

B ;

• Егер c тұрақты болса, lim(can) = cA.
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Есеп 1. (Жинақты тiзбек және Коши тiзбегi)

Тiзбек an =
1

n
. Көрсетiңiз: (a) an жинақты; (b) an Коши тiзбегi.

Шешуi. (a) Кез келген ε > 0 үшiн таңдаймыз N >
1

ε
. Егер n > N болса,

|an − 0| =
∣∣∣∣ 1n

∣∣∣∣ = 1

n
<

1

N
< ε.

Сондықтан limn→∞ an = 0, демек тiзбек жинақты.

(b) Коши анықтамасы: кез келген ε > 0 үшiн табу керек N сонда m,n > N ⇒ |am − an| < ε. Егер

m,n > N болса (әлдебiр m > n деп алайық),

|am − an| =
∣∣∣∣ 1m − 1

n

∣∣∣∣ = m− n

mn
≤ 1

n
<

1

N
< ε.

Демек тiзбек Коши.

Есеп 2. (Геометриялық тiзбек)

Тiзбек cn = rn берiлген. Көрсеттiңiз: егер |r| < 1 болса, онда cn → 0.

Шешуi. |r| < 1 болғандықтан |r|n → 0 экспоненциалдық түрде (әрбiр ε > 0 үшiн бар N сонда n >

N ⇒ |r|n < ε). Сондықтан

|cn − 0| = |r|n → 0,

яғни cn → 0.

Есеп 3. (Рекурренталық тiзбек және шегi)

Рекурренталық түрде анықталған тiзбек:

a1 = 1, an+1 =
an + 3

2
.

Табу: тiзбектiң шегi (бар болса) және дәлелдеңiз.

Шешуi. Егер тiзбек жинақты болып, шегi L болса, онда шек шексiздiкке жеткенде рекуррент фор-

муладан

L =
L+ 3

2
.
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Ендi теңдеудi шешемiз:

2L = L+ 3 ⇒ L = 3.

(Ендi шектелiмдiгi мен монотондығын тексеремiз.) a1 = 1. Есептейiк a2:

a2 =
1 + 3

2
= 2.

a3 = 2+3
2 = 5

2 = 2.5. Жалпы приростты тексеремiз:

an+1 − an =
an + 3

2
− an =

3− an
2

.

Егер an < 3 болса, онда an+1 − an > 0, яғни өседi. Базалық a1 = 1 < 3 болғандықтан индукция

бойынша барлық мүшелерi 3-тен кем және тiзбек монотон өседi. Оның үстiне, әр мүшесi 3-тен кем,

яғни шектелген. Монотон және шектелген болғандықтан тiзбек жинақты, әрi lim an = 3.

Есеп 4. (limsup және liminf)

Тiзбек dn = (−1)n +
1

n
. Табу: lim supn→∞ dn және lim infn→∞ dn.

Шешуi. Мүшелер бөлiнедi жұп және тақ индекс бойынша:

егер n = 2k, d2k = (−1)2k +
1

2k
= 1 +

1

2k
→ 1,

егер n = 2k + 1, d2k+1 = (−1)2k+1 +
1

2k + 1
= −1 +

1

2k + 1
→ −1.

Осыдан:

lim sup
n→∞

dn = max{ lim
k→∞

d2k, lim
k→∞

d2k+1} = max{1,−1} = 1,

lim inf
n→∞

dn = min{1,−1} = −1.

3 Қосымша ақпарат

Студент толық ақпаратты [1], [2], [3], [4], [5], [6] жұмыстардан қарауға болады.
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